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SOMMAIRE 
Un graphe est d6fini comme l'union de plusieurs autres si 1 ~ l'ensemble de ses 
somrnets est l'union des ensembles des sommets des graphes composants, 2 ~ l'ensemble 
de ses ar6tes est l'union des ensembles des ar6tes des graphes composants. On d6finit 
alors l'dpaisseur d'un graphe G comme le nombre minimum des graphes planaires dont 
l'union est isomorphe ~t G. 
Le probl6me de l'6paisseur des graphes complets a 6t6 r6solu par F. Harary et L. W. 
Beineke pour tousles graphes K~ (n nombre de sommets) off n v~ 6m + 4. L'6paisseur 
est connue n outre pour n = 4, 10, 28. Elle a 6t6 r6cemment d6termin6e par A. Hobbs 
pour n = 22. 
L'objet du pr6sent article est de d6terminer l'6paisseur des graphes K34 et Ka0 ; celle-ci 
est 6gale gt la limite inf6rieure d6duite par F. Harary et L. W. Beineke de la formule 
d'Euler. On peut conjecturer t ~s vraisemblablement que cette valeur limite est aussi 
v6rifi6e par les graphes K6m+4 (m > 7).* 
1. DEFINITIONS 
Un graphe est d6fini par un ensemble de points (sommets, 0-simplexes) 
et un ensemble de lignes (ar~tes, 1-simplexes) dont chacune joint une 
paire de sommets, appel6s ses extrdmitds. Nous admettrons ici que les 
extr6mit6s d'une ar~te sont toujours distinctes (le graphe n'a pas de 
boucles) et que deux ar~tes n'ont jamais plus d'une extr6mit6 en commun 
(le graphe n'a pas d'ar~tes multiples). 
Si, dans un graphe, tousles sommets pris deux ~t deux sont r6unis par 
une ar~te, le graphe est appel6 graphe complet. Le graphe complet de 
p sommets, d6sign6 par K~, a [p(p -- 1)]/2 ar~tes. 
Un graphe est dit planaire s'il peut atre repr6sent6 sur un plan de telle 
mani6re qu'aucune de ses arates n'en coupe une autre. Si l'on ne peut 
lui ajouter d'arate sans lui faire perdre cette propri6t6, le graphe est 
dit planaire maximal ou trianguld. On d6montre qu'un graphe planaire 
maximal de p sommets poss6de 3(p -- 2) ar6tes. 
* Nous avons v6rifi6 (Juillet 1969) que t(K4e) = 8. 
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Un graphe peut &re d6fini comme l'union de plusieurs autres. Appelons 
G~, G2, G3... les graphes composants, 5:1,$2,$3... l'ensemble des 
sommets et A~, A2, A3 ... l'ensemble des arates de chacun d'eux. 
G = G1 u G2 td G~ signifie que: 
S(G) =& uS 2 uS  3 et A(G) = A l kj A 2 w A 3. 
On peut alors ddfinir l'6paisseur t du graphe G comme le nombre 
minimum des graphes planaires dont l'union est isomorphe /~ G. On 
peut dire aussi que G est ddcomposable en t graphes planaires. 
On appelle graphe critique pour l'6paisseur (thickness-critical) e 
graphe d'6paisseur t tel que si l'on lui 6te une ar~te, le graphe obtenu 
soit d'6paisseur t -- 1. 
2. ]~TAT DU PROBL~ME 
On sait que les graphes complets de 5 sommets ou plus ne sont pas 
planaires: le graphe K~ constitue l'une des deux eourbes gauches de 
Kuratowski [5]. Beaucoup lus r6cemment, il a 6t6 prouv6 [1, 6] que le 
graphe/(9 ne pouvait &re d6compos6 en deux graphes planaires. D'autre 
part, si l'on 6te une ar~te ~ chacun de ces graphes, on obtient respective- 
ment un graphe planaire/(5 -- A et un graphe biplanaire Ka -- A. 
La notion d'6paisseur d6finie ci-dessus (w a 6t6 introduite par Tutte [7] 
et 6tudi6e pour certaines classes de graphes par Beineke et Harary 
principalement [2, 3, 4, 8]. 
En ce qui concerne les graphes complets, Beineke t Harary, s'appuyant 
sur la formule d'Euler relative aux graphes planaires, ont 6tabli que 
l'~paisseur du graphe complet K~ v6rifie l'in6galit& 
t(K~) ~ [~(p ~- 7)]. 
[a] d6signant, de mani6re usuelle, la partie enti~re de a. 
Ils ont d'autre part d6montr6 le th6or6me suivant: 
Si p ~ 9 ou p ~4(mod6) ,ona  
t(K~) = [~(p + 7)]. 
De fafon ~quivalente, t(K6n+m) = n + 1 sauf  pour m >~ 4 ou 6n + m = 9. 
On sait par aiUeurs que t(K4) = 1 (1s est planaire) et que 
t(K9) = t(Klo) = 3. Les m6mes auteurs ont d6montr6, par une construc- 
tion particuliOre, que t(K28) = 5 et, tout rdcemment, un autre rdsultat 
a 6t6 obtenu par Hobbs: t(K22) = 4. 
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On ignore encore l'6paisseur de K16, qui est vraisemblablement 4, 
alors que Kin - -  A est d'6paisseur 3; /(16 serait alors (comme/(5  et Kg) 
un graphe critique pour l'6paisseur. Mais la v6rification de cette conjecture 
est certainement tr6s difficile, vu le grand nombre de combinaisons ~t 
consid6rer. 
Nous nous proposons ~t pr6sent de montrer que Ka 4 et /(4o se 
d6composent respectivement en 6 et en 7 graphes planaires, ce qui permet 
d'6tendre ~t p = 34 et ~t p = 40 le th6or6me de Beineke et Harary. 
Dans le prochain paragraphe, nous indiquerons, d'apr~s [2], la d6com- 
position de Kn, en n q- 1 graphes planaires. Celle-ci servira de base ~t nos 
deux constructions. 
3. LA DECOMPOSITION DE g6n (BEINEKE ET HARARY) 
La solution est fond6e sur les propri6t6s d'une matrice A = (a~j), 
carr6e d'ordre n, sym6trique, dont l'616ment g6n6rateur est 
a~ ~ (--1) i [89 q- ( - -1)  j [l j] (mod n). 
Pour  le d6tail de ses propri6t6s, nous renvoyons ~t [2]. Voici les matrices 
correspondant ~t n = 5 et n = 6, dont nous aurons besoin (les chiffres 
encadr6s eront expliqu6s plus loin): 
n=5 n=6 
0 I 4 2 5 0 I 5 2 4 5 
410. 5 I 2 5 4 l 3 
213L ,  2 , 
31412 4 5 
Les sommets du graphe K6, seront r6partis en six classes et num6rot6s 
u~, ui', vg, v~', wr w/,  i prenant outes les valeurs de 1 ~t n (l'indice n 6tant 
6quivalent, dans notre notation, ~ l'indice 0 darts [2] et dans les matrices 
ci-dessus. 
On construit alors n graphes de m~me figure (voir Fig. 1) num6rot6s 
de 1 ~t n. Dans le graphe G~, les sommets ur v~, w~, u~', v/,  w~' occupent 
les places indiqu6es sur la figure. Les 6 (n -  1) sommets restants se 
r6partissent dans les triangles num6rot6s de 1 ~t 6 (chaque triangle en 
recevant n - -  1) de la fagon suivante: 
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Prendre, dans la matrice correspondante, la ligne commen~ant par i: 
/t l'int6rieur du triangle ue v{ w{, placer n --  1 sommets le long de la 
ligne trac6e en pointill6 et les marquer u~ ou u/ (les indices r 6tant les 
616ments de la ligne i pris dans leur ordre) selon que l'indice res t  /~ 
l'ext6rieur oh/~ l'int6rieur d'un encadrement; 
inversement, ~t l'int6rieur du triangle u/v~ wi, les sommets, num6rot6s 
dans le marne ordre, seront marqu6s u~ si l'indice rest  encadr6, u /s ' i l  ne 
l'est pas; 
de marne pour les autres triangles, en rempla~ant u et u' par vet  v' 
(respectivement par wet  w'); 
enfin, achever la triangulation en reliant ces sommets int6rieurs entre 
eux et aux sommets du triangle suivant l'exemple donn6 Figure 2 (le 
triangle choisi est ul vl' wl' dans le graphe G1 de la d6composition de/s : 
n = 5; la ligne i est 1 - 2 - 5 - 3 - 4, les chiffres 2, 5, 3 et 4 6tant encadr6s). 
U~ 
vi 
/ \ 
Ui~ -- W i 
FIGURE 1 FIGURE 2 
On d6montre (voir [2]) que, dans l'union des graphes Ge, tous les 
sommets ont reli6s deux h deux par une ar~te, except6 les paires (ui, u{), 
(v,-, v{), (we, we'), i prenant outes les valeurs de 1 h n. Cela repr6sente 
3n ar~tes manquantes, dont l'union constitue un (n + l)-6me graphe 
planaire. 
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REMARQUE. I1 suffit de joindre 5- deux points u et v, dans ce dernier 
graphe, les extr6mit6s de toutes les ar&es, pour obtenir imm6diatement la 
d6composition de Ko,+2 en n + 1 graphes planaires. 
Beineke t Harary ont obtenu ne construction g6n6rale correspondant 5. 
K0,+3; il est alors n6cessaire d'ajouter hchacun des graphes G~ trois sornmets 
u, v, w, ce qui peut se faire sans modifier les arates d6jh tracdes; le trac6 du 
graphe G,+I d6pend alors d'une construction particuliSre, d6crite dans [2]. 
On ne connalt pas de construction gdn6rale permettant l'addition de 
quatre sommets; les constructions que nous allons d6crire pour d6terminer 
l'6paisseur de K34 et de/(40 n6cessitent des modifications des ar&es d6j/t 
trac6es; il ne semble donc pas possible de les g6n6raliser. 
4. DECOMPOSITION DE K34 EN SIX GRAPHES PLANAIRES 
Soit donn6e, d'apr6s la m6thode xpos6e au paragraphe pr6c6dent, la 
d6composition de Ka0 en six graphes planaires. Nous ajouterons quatre 
sommets, u, v, w, x en pratiquant sur les graphes G1 5- G5 les modifications 
suivantes. 
GRAPHE G1 : Effacer les ar~tcs: u,v~, VlW 1 , H3//4 , WlW2' , w1/) 1' 
quel 'ontransposeraen:  G 0, G~, G6, G6, G5 
respectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: 
(ulvl'u;) 
(WlUl' W2' Vl'V2) 
(UaW4VlU4WO 
ajouter les ar&es: 
UH1 ~ b/Ult~ UH2 r 
1)1 W1 
WW 1 ~ W~llt~ WW2t~ WPlt~ WU 2 
IJH1 ~ ~V 1' 
XH1 ~ XW4 ~ XVl  ~ Xl~14 ~ XW 1 
GRAPHE G2 : Effacer les ar&es: L/2tV2' , I)2'W2t , ~/2tW2 ', /)2/)3 t, UIL/3' , W4tW 5t 
que l'on transposera en: G2, G2, G2, G6, G3, Ge 
respectivement. 
A l'intdrieur des faces suivantes: ajouter les arates: 
(U2U3'V2') 121./2 , UU3', UV 2' 
(u2' w 4' v2' w/)  u~'v~' 
(v2'u3'w2' ul) v2' w2' 
(W2t l)ll)4 ') UW2' , 1)04' 
(w2'v~u2' v3') u2' w2' 
(w2v2' w3') ww 2 , wv2', ww 3' 
(U2t l~15t W2t U5t ~12t W5 t) Xl)2 t, Xbl5 t , XW2 t, XV5 t, XU2 t , 
NW5 t 
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GRAPHE G 3 : Effacer les ar&es: 
H3V3 , /)3W3 ~ L/3W3 ~ L/2L/4r~ U3P~/4 , /)3tW3 t, W4W3 t
quel'on transposera en: G 3, G3, Gs, G6, G6, G3, G6 
respectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: ajouter les ar6tes: 
(H3V3'~/4') HId 3 , I'1/)3', HH 4' 
(/)3U5U2 ') /)/)3, /)//5' /)/*/2' 
(W3W4' Id3 t) WW 3 , WW4 t, Wbl 3' 
(v~' u~w~' u4') v3' w~' 
(/)3tUlW3tU3 t) UlU8 t 
(/)3U4W3/-/3 t ) U3W 3 
(bl3W4V3W3 t ) U3/) 3 
(l, laWl'V3blltW3Vl ') Xl, I 3 , XWI ' ,  XV 3 , XUl ' ,  XW 3 , 
X/)I t 
GRAPHE G 4 : Effacer les ar&es: u4'v4', V4;W4 t, Ul/)4', U3U5 t, WIW2 
que l'on transposera en: G4 , G4 , G6 , Gs , Ge 
respectivement. 
A l'int&ieur des faces suivantes: ajouter les ar&es: 
(H4H5'/)4t) //U 4 , UHS', HU4 I 
(/)4V5'~14 t) /)/)4 , /)/)5', /)H4' 
(W4VsV4') WW4 , WV5 
(/)4' uwluO u2u3 
(v4'u3w4'us') v4'w4' 
(lg4t W1/)4t W2) bl4' /) 4' 
(/)4t H2W4t H4t W2) X/)4t ~ XH 2 , XW4' , Xld4' ~ XW 2 
GRAPHE G 5 : 
que l'on transposera en: G6, G5, 
respectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: 
(/)~v~w~') 
(/)5v~us'u~') 
(UsWI"W5 t) 
(vs'u2ws' u~) 
(/)w2' ww4') 
(/)5' vl' wswl) 
(v5' u3w5'us' wz) 
(u5w3'vsu3' ws) 
Effacer les ar~tes: 
~5/)5 ~ /)5W5 , U2U3 , U2r~4t, ~5t/)5 , /)SPW5 ~ ~5'/)5 p, /)51W5 ~ 
G4, G6, G6, G6, G6, Gs 
ajouter les ar&es: 
/'/U2 , ///;3 
VVg , VVl , /)LI5 t, VUl t 
WU5,  WWI' ,  WW 5' 
VsIW5 I
V5W5 
Vll W1 
Z/3U5 p, U3W 3 
XU5 ~ XW3' , XV 5 ~ Xl.13 ~, XW 5 
582/9/2-5 
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GRAPHE G 6 : I1 est repr6sent6 sur la Figure 3, h l'exception du sommet x
que l'on joindra ~t chacun des sommets du circuit ext6rieur, ce qui donne 
les ar&es: 
XW~ XVaP~ XV 2 ~ XV2r~ XD~ XU~ XV 4 . 
Toutes les ar~tes effac6es dans les graphes G1 ~t G5 ont 6t6 transpos6es, 
r6tablies par cons6quent. D'autre part, on peut v6rifier directement que 
chacun des sommets ajout6s u, v, w, x est joint aux trente-trois autres. 
D'oh G1 + G2 + G3 + G~ + G5 + G, = K34 et par cons6quent t(K34 ) = 6. 
7 
v 
FIGURE 3 
5. DI~COMPOSITION DE g40 EN SEPT GRAPHES PLANAIRES 
Notre point de d6part sera la d6composition de K36 en sept graphes 
planaires. Le r6sultat sera obtenu de m6me que pr~c~demment par 
l'addition de quatre sommets u, v, w, x. 
II nous faut d6finir une nouvelle modification dont nous aurons 
faire usage. Soit Hun sous-graphe de G, attach6 g l'ensemble du graphe 
par deux sommets: il peut occuper, ~t l'int6rieur de la face F1, deux posi- 
tions diff~rentes (voir Figures 4 et 5); il peut 6galement ~tre transf6r6 
~t l'int6rieur d'une autre face F2 pourvu que les attaches a et b soient sur la 
fronti~re de cette face (Figure 6). Nous d6finirons la transformation 
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m 
, E: 2 / 
FIO~E 4 
P 
F 
a I b 
FIGURE 5 FIGURE 6 
Figure 4 ~ Figure 5 comme le retournement du sous-graphe a(mnp)b et 
la transformation Figure 4 --+ Figure 6 comme le transfert du sous-graphe 
a(mnp)b h l'int6rieur de la face F2. 
Les graphes G1 ~t G6 sont ~t modifier de la fa~on suivante: 
GRAPHE G 1 : Effacer les ar&es: 
UlVl ~ VlWI ~ UlWI ~ W2W6 ~ V2'V6' ~ U4U5 ~ /)2/)6 ~ VI'U 2 ~ UI'W 1' 
que l'on transposera en: 
G1, G1, G1, GT, GT, G7, G7, GT, G1 
rcspectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: ajouter les ar&es: 
(UlU2tVl t) UU 1 , UU2 I, UP1 t
(WlVllUlV2) VW 1 ~ VVlt~ I)U 1 ~ Vl)2 
(WlW2tUl ') WW1, WW 2' 
(UlW4VIU4WIV4) XU 1 , XW4 , XV 1 , XU4 , XW 1 , XD4 
(UlW6VlW2) /,/1/) 1
(WI'/Y6'UI'V2') UltWl '
(w~v6ulv2) u~w~ 
(Vl'WItI)4tUl') Vl'/) 4' 
GRAPHE G~ : Effacer les ar~tes: 
U2Iu2t~ /)2tw2'~ U2' W2'~ u5ru6I~ Ust V6'~ W1W3 r 
quel'on transposera en: G~, G2, G~, G4, G~, G~ 
respcctivcment. 
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A l'int6rieur des faces suivantes: ajouter les ar~tes: 
(~/2~3t~)2 t  L/U2 ~ ~/~/3'~ lV2 t 
(H2VaVzt) VU 2 , UV 3 , VV2 t 
(W2W3' U2') WW2 , WW3' 
(1)2tustw2t~)St~/2tW5 ) XI)2 t, XU5 r, XW2 r, X$.)5' , XU2/, XW5 t 
(V2t ll6t W2t bl5 ') D2t W2 t 
(w~' v6' u2%') u2'w2' 
(U2tW3tV2tW1) U2tV 2, 
GRAPHE G 3 : Effacer les ar&es: u3vz, v3w 3 , H3w3 , w3'w4 , b/2'b/5 , VltV 5 
que l'on transposeraen: (73, G3, G3, G7, GT, G7 
respectivernent. 
A l'int6rieur des faces suivantes: ajouter les ar~tes: 
(u~u~'v3') uu3, uu4', uv3' 
(H6HltW3) V~/6 , UUl' , VW 3 
(w3w,'u~') ww~, ww; 
(U3W6V3~I6W3V6) XU 3 , XW6 , XI) 3 , XU6 , XW3 , XV6 
(u~w4v~w3') u~v~ 
(v~usw3u2') VsW3 
(w3v~' U3Vs) UsW3 
GRAPHE G4 : Effacer les ar~tes: u3v4', u4'v3, u3'u6, w2we' 
que l'on transposera en: G 7 , G7, G6, G7 
respectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: ajouter les ar6tes: 
(U4U5'/94') HU 4 , UU5', UV 4, 
(v4vs'u4') vv4, vvj, vu; 
(w4vsv~t') ww4 , wv5 
(/24'/)4'W4') Xb/4' , XV4' , XW 4, 
(V4'U5'U3U6') u5' u 6' 
(U4tV5t/33Y6t) V5tV 6t 
Retourner le sous-graphe v4 --  (ul' u2' un) --  w4 , pour obtenir 
l'ar~te ul' u3' . 
Transf6rer le sous-graphe u4'--(wlw2)- v4' ~t l'int6rieur de la face 
(xu4'v4') pour obtenir l'ar~te xw~. 
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GRAPHE G 5 : Effacer les ar~tes: wl 'w3 ' ,  ux 'u3 ' ,  v~'v4'  
que l'on transposera en: GT, G4, G1 
respectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: 
(usu6 'vs ' )  
(w~w6'~') 
(~v~w~) 
Transf6rer les 
sous-graphes: 
~ - (w ;w; )  - v5 
~ - (u ;u~' )  - w~ 
W 5 - -  (v2 'v3 'v l ' )  - -  U 5 
ajouter les arates: 
?A//5 ~ UH6 t, UV5 t 
VV5 , VV6'~ Vbl5 t
WW5 , WW6 t, WU5 t 
XIA 5 ,  XV 5 ~ XW5 
/~ l'int6rieur pour obtenir 
des faces: les arates: 
(xusvs )  xw3'  
(xvws)  xu3' 
(XH5Ws) XV4 t 
GRAPHE a 6 : Effacer les arates: u2u 5 , v~v 5 , u l '  Us',  YaWs 
que l'on transposera en: GT, GT, G7, Gs 
respectivement. 
A l'int6rieur des faces suivantes: ajouter les ar~tes: 
(V3V4W6') uv  3 , UV4 , UW 6' 
(UlV6UGt) VV 1 , l)V6 , VU 6t 
(Wltw5tv6) WWl'  , WW5 r, WV 6 
(U6'V6'W6') XU6' , XV6' , XW 6' 
(U6V6U3' W6) u3' u 6 
(v6u~'w6u6') v6w~ 
Transf~rer les ~t l'int6rieur pour obtenir 
sous-graphes: des faces: les ar~tes: 
v,' - (u2u~u~) - w~' (xv~'w;) xu2 
w,' - (v~uv4v~) - u ;  (x~o'wo') xv~ 
GRAPHE G7 : I1 est repr6sent6 sur la Figure 7, h l'exception du sommet x 
que l'on joindra aux sommets du circuit ext6rieur, ce qui donne les arates 
XU, XWI '  , XV, XV3 r, XW,  XUl' .  
Toutes les arates effac6es ayant 6t6 r6tablies et chacun des sommets 
ajout6s u, v, w, x ayant 6t6 joint aux trente-neuf autres, on v6rifie que 
l'union des graphes G~ (i = 1, 2, 3,..., 7) est 6quivalente ~t /(4o. D'ofi 
K40 = 7. 
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w; 
FICURE 7 
6. CONCLUSION 
Les deux exemples pr6c6dents donnent une id6e de la m6thode mploy6e 
(qui nous a permis de v6rifier 6galement que t(K22)= 4, comme l'a 
trouv6 Hobbs). La dfcomposition de Ke~+3 est donnde par une solution 
g6n6rale. On peut, en ajoutant le quatri6me sommet x ~ l'intdrieur des 
faces u~v~wi (ou u~'vi'wi', au choix) et ~ l'ext6rieur du graphe G~+I, 
obtenir imm6diatement 3n-t-6 arates issues de x. Les 3n-  3 ar6tes 
manquantes sont obtenues /t partir de modifications analogues ~t celles 
d6crites en d6tail aux paragraphes 4 et 5, et fond6es sur le fait que, le 
graphe G,+I n'6tant pas triangul6, il est possible de lui ajouter des ar~tes. 
Bien qu'une m6thode g6ndrale n'apparaisse pas, on peut conjecturer avec 
beaucoup de vraisemblance que les graphes Ke~+4 (n > 6) ont aussi une 
6paisseur 6gale ~ n -k 1, v6rifiant ainsi la formule de Beineke et Harary: 
t(K~) P q- 7 = [ - - -w- ] .  
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REMARQUE: Les graphes complets Ks,~+~ ont 
(6n + 5)(6n + 4) = 18n~ + 27n q- 10 ar~tes. 
2 
I1 n'est donc pas possible d'envisager leur d6composit ion en n q- 1 graphes 
planaires qui comporteront  au plus 3(6n q- 5 - -  2) = 18n + 9 arates 
chacun, soit (18n + 9)(n -k 1) ---- 18n 2 -? 27n q- 9 arates en tout. Mais 
il est "arithrn6tiquement" possible que le graphe Ksn+5 --  A soit d6com- 
posable en n -k 1 graphes planaires, c'est-~t-dire: que K6n+5 soit critique 
d'6paisseur n + 2. Le cas se pr6sente pour  K 5 : t(Ks) = 2; t (K  5 --  A )  = 1. 
Est-il possible que pour  n suftisamment grand, il se pr6sente ~t nouveau ?
Nous posons la question. 
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